STUDIEAVSNITT 2

2. MATEMATISKA FORMLER

Vi har tidigare varit inne pa att nar vi arbetar med formler sa kan en och
samma formel skrivas om pa flera olika satt. Ju duktigare man &r i mate-
matik desto fler olika satt att sdga samma sak klarar man av. I det har
avsnittet ska vi med "torrsim” 6va pa att hantera uttryck av olika slag.
Formlerna har ar alltsa inga riktiga skogsformler, utan precis samma
matematik du traffat pa flera ganger forut i skolan.

2.1 Uttryck

Det som star pa hogersidan i en funktion brukar ibland kallas for ut-
tryck. Vi har tidigare haft exemplet med héjdkurvan dér:

y=9+0,4x

Har ar alltsad "9 + 0,4 x” ett uttryck. Vi har ocksa varit inne pa att detta
uttryck, utan att férandra sitt varde, kan skrivas:

y=0,4x+9
Men det finns betydligt fler satt att skriva uttrycket. T.ex.:
y=0,4(22,5+x)
Om diametern &r 10 cm far vi ju med den sista formeln:
y=0,4 (22,5 + 10) Parentesen ska tas forst:
y=0,4 32,5
y=13
I det har fallet var nog den ursprungliga formeln lattast att rakna med.
Det betyder att vi maste kunna skriva om formeln vi hade sist pa det sat-

tet som vi hade forst. Det kan vi ocksa. Nar vi gor det maste siffran fram-
f6r parentesen multipliceras med var och en av termerna i parentesen.

y=0,4-225+0,4 x Vi kan rdkna ut férsta termen:

y=9+0,4 x Vilket vi hade tidigare.
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Det ar viktigt att ta med tecknet framfér respektive term vid multiplikat-
ionen. Om det istallet statt:

y=-0,4(22,5-x) sa hade resultatet istéllet blivit:
=-0,4 - (+22,5) -0,4 - (-

y=-9+04x
Observera att detta inte alls &r samma funktion som vi hade nyss, ef-
tersom vi har ett minustecken pa 9:an. Anledningen till att denna blir ne-
gativ har ar att vi multiplicerar tva faktorer med olika tecken, och da blir
resultatet negativt. I sista termen multiplicerar vi tva negativa faktorer "—
0,4” och "-x” och da tar minustecknen ut varandra och produkten blir

positiv. Samma tecken pa faktorerna ger alltsa en positivt resultat.

Man gor pa samma satt nar man ska multiplicera tva parenteser med
varandra. T.ex.:

@ N

y=(10 + 5¥(10 - 5x)

Vi far alltsa (tdnk pa att ta med tecknet framfér varje term):
”+10 - +10” = + 100
7+ 10 -5x"=-10"5-x=-50 x
”+5x +10”7=5-10 x=+50 x
"+5x -5x" = +5 -5 x  x=-25x
Sammanfattar vi det hela far vi alltsa
y = +100 -50x + 50x - 25 x*
Har tar -50 x och +50 x ut varandra sa vi far formeln:
y =100 -25x
Vilket vi sedan tidigare vet ocksa kan skrivas:

y=-25x+ 100

EXEMPEL 2.1

Forenkla uttrycket x + 2 — (12 — 3x).

* % %

Egentligen betyder detta:
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x+2-1(12-3x%

Vi kan alltsd multiplicera in ”-1” och samtidigt ta bort parentesen, ”-1 -
+12 =-12” och -1 - -3x =+ 3x”:

x+2-12 + 3x
Vi har fyra termer. Lagg ihop x-termerna fér sig och konstanterna for sig.

Svar: 4x-10

EXEMPEL 2.2

Forenkla: 2 — (x + 2) + (x—4)(x+ 2) - 2(1 — »)

* Kk %

Har finns fyra termer ”27, ”-(x + 2)”, ”(x — 4)(x + 2)” och ”-2(1 — x)”. Ta och
féorenkla varje term for sig; 2 ar klar, -(x + 2) blir —-x — 2 osv.

2-x-2+ (¥ +2x—-4x-8)-2+2x
2-x-2+xX+2x-4x-8-2+2x

Lagg ihop siffrorna for sig, x-termerna for sig och x* for sig:
-10-x+ 2

Svar: x¥*-x—-10 &aven -10- x+ x> ochtex.-10 + x*— x ir riktiga svar.

EXEMPEL 2.3

Forenkla: (x—2)* - (x-2)(3 - x)

(x— 2)? innebar att parentesen ska multipliceras med sig sjélv, dvs. (x -
2)(x—2). Vi far da:

(x=2)(x-2)-(x-2)8-x

(F-2x-2x+4) - (Bx—x* -6+ 2x
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Minustecknet fére andra parentesen gor att vi maste byta tecken
pa alla termer i parentesen (samma som att multiplicera varje
term med ”-1":

X-2x-2x+4-3x+xX+6-2x

2xX-9x+ 10

Kom ihag att podngen med att férenkla ett uttryck ar att det ska vara lika
mycket vart fére och efter féorenklingen. Stoppar vi t.ex. in x = 10 i for-
meln fore och efter forenkling ska vi fA samma tal. Om vi testar pa ut-
trycket i exempel S far vi:
(x-2)02-(x-2)(83-x0=(10-2)>-(10-2)(3-10) =8 —(8 -7 )=

64 - (-56) = 64 + 56 = 120

Medan vi i det forenklade uttrycket far:

2x*-9x+10=2-10*-9-10+10=2-100-90 + 10 =
200-90 + 10 = 120.

Helt riktigt fick vi samma varde fére och efter forenklingen.

OVNINGAR

&~ Forenkla foljande uttryck genom att ta bort parenteserna

201 a) 3x—8 b) 3x—-2y—8x+5y
¢) x—(x—y) d) 8-3x+(x—8)—(-2x)

202 a) (x+3)-(B+x) b) 2x—(2x+3)—4x
¢) Sx—-(Bx+2y)—-(x—4y)—5x d) 9x—(5x+3y)—(2y—x)—(3)

203 a) (x—x)—-(x*—x) b) Sxy—(Txy+3y)—(3x-3y)— (x—xy)
¢) -xy+yx+xy+yx-5x—xp) d x-DH-@x-1)—-(x-1)-1

204 a) 3x—(4x+3xp)—(x—-2y)—x b) (x+x%) +x°—(x —x?) —x?

0 (x+xX2+x)+(x+xP+x) d) - +xp)—2xy—(x—xy)
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205 a) 53 +x) b) x(7 +x)
¢) 5x(3+x) d) 5x(3—x)
206 a) 13x-—5x(3-2x) b) 3(x+2)—x(x—3)
¢) x*—x(1-x)—(1-x) d) x(x+2)—x(x-2)
207 a) t2+1)-3(t-2) b) #(3t—6)—2t(-)
c) (t+2) d) 4@¢-1(-2)
208 a) (t+3)*—(t-3) b) (t+2)(t-3)
¢) (t+2)r-2)+4 d) 4(1-0@r-2)
209 a) (x+ D(x—3)+(x—2) b) (x—D(x+3)—x(x—2)
¢) x-D-x-2)— (x-3) d) x—DHx—-2)(x-3)
210 a) 4(x-2)-53+x) b) -5(x+3-y)—x(y-35)
¢ x(xy)(x—y) d) (7-x7+(5-x(3-2x)-27
211 a) (x—6)*+(6x+1)>-37 b) Bx—4)?-(Bx+1DHBx—-1)-12
¢) 3—(4x—5)7°+4x(2 - 4x) d) 2x? - 3x(y +x)+ (x — 1)?

2.2 Enhetsbyten

Matematiken uppstod ur diverse méatningar. Man maétte strackor, areor
och volymer. De enheter som anvindes fér méatningarna varierade dock
fran plats till plats. Det fanns exempel pa sddana oprecisa langdmatt
som “ett kobrol” (det avstand pa vilket man kunde hora en ko) och det
kanske &nnu mer udda ”en tekopp” (strdckan man hinner ga med en
kopp kokhett te innan det kommit ner till en drickbar temperatur) — de
engelsménnen, de engelsméannen...

Numera ar enheterna nagot sanar standardiserade i det sa kallade SI-sy-
stemet. SI betyder Systéme International d’Unités, alltsa en internationell
standard féor mattenheter. Trots standardiseringen ar det fortfarande val-
digt 1att att gora fel vid enhetsbyten, framforallt vid byte av enheter for
areor och volymer. Sarskilt svart ar det dock egentligen inte, om man
bara tar det lugnt och metodiskt. Tack vare standardiseringen handlar
det mest om att flytta decimalkommat at ratt hall.
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EXEMPEL 2.4

a) Férvandla 0,015 meter till mm:

Det gar 1 000 mm pa en meter (3 nollor). Flytta darféor decimalkommat
tre steg at HOGER.

Svar: 0,015 m = 0015,0 mm = 15 mm

b) Férvandla 23 000 mm? till dm?2:

Det gar 100 mm pa en dm. Da gar det 100 - 100 = 10 000 mm? pa en
dm? (4 nollor). Flytta darfér decimalkommat fyra steg &t VANSTER

Svar: 23 000,0 mm? = 2,30000 dm? = 2,3 dm?
\/

c) Férvandla 0,06 dm3 till cm3:

Det gar 10 cm pa en dm. Da gar det 10- 10 - 10 = 1 000 cm3 pa en
dm3 (3 nollor). Flytta darfér decimalkommat tre steg &t HOGER.

Svar: 0,060 dm3 = 0060,00 cm?3 = 60 cm3

OVNINGAR

& Forvandla:

212 a) 1887550 cm? till m? b) 0,000150 m? till cm?
¢) 750 mm? till dm? d) 168 mm? till dm?
213 a) 1550 cm? till m? b) 1287 000 mm till mil
¢) 515dm’ till m® d) 0,015 m? till cm?
214 a) 35dm’tillm® b) 1 ha till mm?
(1 ha = kvadrat 100 m - 100 m)
¢) 453 km? till ha d) 500 m? till ha
215 a) 800 cm? till dm? b) 78 dl till m?

(10 dl =1 liter =1 dm’)

¢) 75 liter till cm? d) 15,5 dm till mm
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216 a) 10 h till sekunder b) 0,25 h till minuter

¢) 1hoch 18 minuter till h d) 3 h 12 minuter och 45 sekunder till h

2.3 Omkrets och areaberakning

I detta och det féljande avsnittet ska vi repetera de vanligaste formlerna
for att berdkna areor och volymer som finns i matematiken. Dessa ar val-
digt vasentliga for de "areella” gréna naringarna som skogs- och jord-
bruk. Utifran dessa formler ska vi sedan skapa modeller fér att bl.a. be-
rakna trddens volym. I vanliga matematikkurser brukar detta avsnitt kal-
las for geometri. Ordet geometri stammar fran grekiskan och betyder fritt
oversatt "jordméatning”. Jordmétning ar nagot vi i lantbruket fortfarande
haller pa en hel del med, t.ex. nar vi berdknar bestandens areal. Idag an-
vands dock ofta GIS-program for att hantera kartor (s.k. geografiska in-
formationssystem, GIS).

Malet ar att du ska lara dig de vanligaste formlerna utantill och att du
ska ha tydliga inre mentala bilder av vad t.ex. 1 mm?, 1 ha,
1 dm3, 1 m’, star for.

Hur omkrets och area berdknas for nedanstaende figurer bér du kunna
utantill.

2.3.1 Rektangel och kvadrat

Rektangeln har fyra sidor som parvis ar parallella. I varje hérn av rek-
tangeln har vi en rat vinkel (90 °). Omkretsen far vi genom att summera
langden av alla fyra sidorna. Om vi uttrycker detta med formler far vi for
rektangeln i figuren nedan:

b

Rektangelns omkrets=a+ b+ a+ b=2a+ 2b=2(a+ b)
For att berdkna arean multiplicerar vi de tva sidorna med varandra.
Rektangelns area =a - b

Ett specialfall av rektangeln som vi tittat pa i studieavsnitt 1 ar kvadra-
ten. For kvadraten &r alla fyra sidorna lika langa.
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Kvadratens omkrets =a+a+ a+ a=4a

Kvadratens area = a- a = a2.

2.3.2 Parallelltrapets

Om du ser en virkestrave fran sidan kan den — nagot féorenklat — se ut
som en parallelltrapets. I en parallelltrapets &ar tva av sidorna parallella. I
bilden nedan &r det a och b som &r det. Man behéver da kdnna aven
kénna hojden, alltsa det vinkelrdta avstandet, h, mellan de parallella si-
dorna for att kunna rédkna ut arean.

(a+b)

Parallelltrapetsens area = h -

2

Att formeln fér arean blir som den blir kan férklaras av att man forst be-
rdknar medelldngden pa de tva sidorna a och b (man far ju medelvardet
nér man lagger ihop dem och delar med tvd) och déarefter multiplicerar
medellangden med figurens hojd, h.

2.3.3 Triangel

Det finns manga typer av trianglar. De vanligaste typerna ar ratvinkliga,
liksidiga och likbenta. Oavsett hur triangeln ser ut kommer omkretsen
alltid att vara summan av de tre sidorna. a

Triangelns omkrets =a+ b+ c

Arean kommer ocksa alltid att kunna berdknas
med foljande formel:

Triangelns area=b- h / 2

dar h ar héjden dragen vinkelratt mot sidan b, triangelns bas.
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Figuren nedan visar en rdtvinklig triangel. Har bildar tva av sidorna, de
sa kallade kateterna, en rat vinkel mot varandra. Att vinkeln ar rat (90°)
brukar markeras med en liten fyrkant i hérnet dar sidorna méts. I figu-
ren nedan bildar alltsd a och b en rat vinkel mot varandra och kallas for
kateter medan sidan c kallas fér hypotenusa.

c = hypotenusa
a = katet

b = katet

For att fa arean i en ratvinklig triangel multiplicerar vi alltsa kateterna
med varandra och dividerar resultatet med tva. Den ratvinkliga triang-
elns area ar ju precis hélften sa stor som arean for en rektangel med si-
dorna a och b.

b
a N
I en likbent triangel &ar tva av sidorna lika langa.
a ‘ a
b

I en liksidig triangel &ar alla tre sidorna lika langa.

2.3.4 Cirkel

Cirkeln ar mycket viktig i skogsbruket da den dels anvands for att be-
rakna ett trads grundyta, men aven eftersom det ofta laggs ut cirkuldra
provytor i skogen. De antika grekerna, som till stora delar uppfunnit geo-
metrins matematik, hade stora problem med cirkeln. De var vana vid att
rdkna brakrakning och trodde darfor lange att det skulle ga att hitta ett
braktal som multiplicerat med diametern gav cirkelns omkrets. Los-
ningen pa problemet — talet © — kan dock inte uttryckas som en division
mellan tva tal. Som ndmnts tidigare ar = ett irrationellt tal och dess dec-
imalutveckling fortsatter i all oAndlighet utan att upprepa sig.

n~3,14159265...
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Avstandet genom mittpunkten som delar cirkeln i tva lika stora delar kal-
las for cirkelns diameter, d. Tar man halva diametern far man cirkelns
radie, r. Denna &r alltsa avstandet fran medelpunkten ut till kanten pa
cirkeln.

For en cirkel med diameter d och radie r giller:

Cirkelns omkrets =7 - d

Cirkelns area =7 - r2

I skogen réknar vi ofta med grundytan, dvs. den genomskarningsyta som
en traddstam har i brosthéjd. Ofta utgar man da fran att denna yta ar for-
mad som en cirkel. Nar vi med klave mater tradets diameter kan det vara
lattare att uttrycka formeln fér arean som:

Cirkelns area=n-d2/ 4

Att det blir sa kan vi latt visa. Eftersom r = d/2 kan vi stoppa in d/2
istallet for r i formeln:

2 2
Cirkelns area = n(gj :n.g.g:nd_
2 2 2

EXEMPEL 2.4

Du ska lagga ut en kvadratiskt formad provyta i en skog som ska ha
arean 100 m?. Hur langa ska sidorna vara?

* % %

Eftersom vi inte vet sidornas langd

kallar vi denna stracka x meter. Eftersom alla

sidorna ar lika langa i en kvadrat blir alla X
sidorna x meter langa. For att fa arean

multiplicerar vi:

x x=100

Ett tal ganger sig sjalvt sags vara talet i kvadrat (t.ex. 32=3 " 3
= 9). Har har vi x x = x 2. Vi kan alltsa skriva ekvationen:

x? =100
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x ar da kvadratroten (V) ur 100:

x = (100)

x=10

Kvadratroten ur hundra ar ju 10 eftersom 10 - 10 &r just hundra. Man

kan saga att kvadratroten ur nagot ar den inversa funktionen (motsats-
funktionen) till att ta nagot i kvadrat.

EXEMPEL 2.5

Du ska lagga ut en cirkulart formad provyta i en skog som ska ha arean
48 m’. Hur lang ska radien vara? Anvidnd minirdknarens inbyggda funkt-
ion for att fa fram n med manga decimaler ([SHIFT] + 7).

* Kk %

Héar ar det radien som ar okédnd och darfor
kallas for x. Enligt formeln for cirkelns area
far vi da ekvationen:

T =48

For att fa x> ensamt pa vanster sida om likamedtecknet i ekvationen
maste vi dividera med n pa bada sidor. Gor vi det kan vi ju férkorta bort n
pa vanster sida.

X*=48 /=«
x> = 15,278875

For att fa ut vad x &r maste vi da ta kvadratroten pa bada sidor. Tar vi
kvadratroten ur x 2 f6r vi ju bara x pa vanster sida i ekvationen.

x=15,278875

Har du 15,2788... pa skarmen kan du sla [VE] och trycka pa knappen
[Ans]. Raknaren kommer d& att berdkna kvadratroten ur det senaste sva-
ret raknaren fatt fram.

x~3,91lm

Svar: Cirkelns radie ska vara 3,91 meter for att dess area ska vara 48 m?.

Q
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OVNINGAR

& Berikna med minirdknare

217 a)
b)

©)
d)

218.

219.

220.

221.

Arean av en ratvinklig triangel med kateterna 4 och 5 meter. Svara i m2.

Arean av ett parallellogram med hojden 4 meter och basen 8 meter. Svara i m?.
Arean av en cirkel med diameter 10 meter. Svara i ha.

Omkretsen av en tradstam vars diameter dar ar 33 cm. Svara i meter (2 dec).

Bestdm arean av nedanstiende omraden. Svara 1 hektar avrundat till en dec-
imal. Figurerna &r inte skalenliga.

a) [Enhet: m] b) [Enhet: m]
150
400
150 i
i 200
100 n
800
c) [Enhet: m] d) [Enhet: m]
300
\— A
200 300 300
150 ! 150
V
400
700

Man har klavat tre trdd i brosthdjd med foljande resultat. Berdkna arean for ge-
nomskéarningsytan i brosthojd (grundytan) for vart och ett av traden. Utga frén
att ytan &r cirkuldr. Svara i enheten dm? avrundat till tva decimaler.

a) 10cm b) 20 cm ¢) 40 cm

Uppskatta grundyta (genomskarningsyta i brosthojd), dels pd och dels under
bark, for en tall med diameter 10 cm i brosthojd och enkel barktjocklek 5 mm.
Antag i berdkningen att ytan ar cirkuldr. Hur manga procent av grundytan pa
bark utgérs av barken?

Vid en cirkelyteinventering lades fem provytor med radien 10 meter ut i ett
bestand som var tre ha stort. Hur manga procent av arealen inventerades? Svara
i procent med en decimal.
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222.

223.

224.

225.

226.

227.

a)

b)

b)

Ett rektangelformat omrade dr inhdngnat med staket. Staketets sammanlagda
langd &r 58 meter och de bada korta sidorna i rektangeln dr 4 meter.

Vilken area har rektangeln? Svara 1 hektar med tva decimaler.
Om det star 12 stammar pa ytan, hur ménga stammar finns da per hektar?

Pa en cirkelformad provyta med radie 10 meter star 6 triad, alla med
brosthdjdsdiameter pa 20 cm. Vilken grundyta i m?/ha svarar detta mot?

Du klavar ett trdd och konstaterar att diametern idag dr 32 cm pa bark. Den
enkla barktjockleken méter du upp till 10 mm. Antag att du tidigare, for flera ar
sedan, klavat trddet och att det da var 22 cm pa bark. Antag vidare att
barktjockleken vid forra méttillféllet var lika stor som den é&r idag.

Hur manga cm? har grundytan under bark 6kat med under perioden?

Hur méanga procent har grundytan under bark 6kat med under perioden?

Du ska ldgga ut en provyta som ska ha arean 900 m?.

Antag att ytan ska vara kvadratisk. Beteckna den okénda sidan med x. Vilken
ekvation kan du stélla upp?

L&s ekvationen. Hur lang blir sidan i a)?

Du ska ldgga ut en provyta som ska ha arean 75 m?.

Antag att ytan ska vara cirkuldr. Beteckna cirkelns radie med x. Vilken
ekvation kan du stélla upp?

Lo6s ekvationen. Hur lang blir radien i a)? Svara i meter med tva decimaler.
I en planteringsinstruktion star det att man ska plantera 2 500 plantor per
hektar.

Berikna hur ménga m? varje planta far.

Antag att varje planta far ett kvadratiskt omrédde av samma storlek som i a)
tilldelat sig. Hur manga meter kommer det dé att vara mellan plantorna?

Antag att man ska plantera x plantor per hektar. Skriv en formel innehéllande x
och som berdknar y = avstandet mellan plantorna. Om man stoppar in x = 2 500
1 formeln ska man alltsa fa svaret 1 uppgift b).
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2.4 Volymberakning

Nar man berdknar volymer brukar man ofta ha nytta av formlerna foér

area. Tank dig en stock som inte har ndgon som helst avsmalning, alltsa
en stock som ar exakt formad som en cylinder. Volymen fér hela stocken
far du da genom att multiplicera ytan i stockdndan med stockens langd.

basytan - héjden = volymen

Om du berdknar ytan i dm?2 och ldngden i dm sa kommer volymen att fa
enheten:

dm? - dm = dms3

Tank dig pa motsvarande satt en bit ost, formad sasom den brukar vara
nar du koper den i affiren. Om du kan rdkna ut arean i botten pa osten i
cm? och sedan multiplicerar denna area med ostens héjd i cm sa kom-
mer du att fA volymen i cm3.

Bade i fallet med stocken och i fallet med osten kan du dela upp krop-
parna i tunna lager (/tvarsnitt) med exakt samma area hela tiden. Om
det gar blir formeln fér volymen som angavs ovan.

Om man daremot har en kon (som ju ar strutformad) s kommer tvar-
snitten att fa olika areor, beroende pa hur langt fran botten man kom-
mer. For en kon kan alltsa inte ovanstaende formel fungera. Matematiker
har visat att konens volym ar precis en tredjedel av cylinderns.

Foljande formler bér du kunna utantill:

Ritblockets volym = Basyta- hojd=a-b- h

=

Cylinderns volym = Basyta - hgjd=n-r2- h
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1 >h
Konens volym = 3 Cylinderns volym =
h
«—>
r
OVNINGAR
&~ Berdkna med minirdknare

228. Ett dike har en genomskarningsyta 15 [m]
som ser ut som pa bilden. Dikets lingd
ar 200 meter. Uppskatta hur mycket i 0.8
jorden vigde som behdvde schaktas 1
bort. Rdkna med att 1 m? jord viger '
1,5 ton. 0,5

229. Uppskatta vikten av en 5 meter 1&ng brdda som ar 2 cm tjock 12 cm bred.
Rékna med att 1 dm® viger 0,8 kg.

230. Uppskatta vikten av traven pa bilden.
Rékna med att varje travad kubikmeter 8,0 [m]
motsvarar 600 kg. Svara avrundat till ,
hela ton. i 2.0

3.0 =
12,0
231. En trddstam har en diameter nere vid roten p& 20 cm och en hojd pa 18 meter.

Antag att nedre halvan av stammen &r formad som en cylinder och den Gvre
halvan som en kon.

a) Vilken volym har tridstammen uttryckt i m*?

b) Berikna formtalet dvs. hur manga procent av en tankt cylinder med diameter
20 cm och hojd 18 meter som stammen kommer att utgdra.

2.5 Likformig avbildning

Centralt for alla GIS (geografiska informationssystem) ar begreppet likfor-
mig avbildning. Alla kartor och ritningar ar exempel pa likformiga avbild-
ningar. Med detta menas att relationen hela tiden 4&r densamma om man
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tar en striacka i bilden och dividerar med motsvarande stracka i verklig-
heten (eller tvart om). Vidare innebér det att alla vinklar som sidorna har
i bilden och har i verkligheten ar desamma. Om vi har en triangel och
antingen forstorar eller forminskar den sa kommer detta inte att paverka
vinklarnas storlek — de blir desamma.

Pa samma séatt som en stracka kan uttryckas i olika enheter (cm, mm,
tum etc.) sa kan en vinkel ocksa uttryckas pa lite olika satt. Det vanlig-
aste sattet ar att man utgar fran att ett varv ar precis 360°. Ett kvarts
varv, en sa kallad rat vinkel, ar d4 360 / 4 = 90°. Pa ritningar brukar en
rat vinkel markeras med en liten fyrkant (se Figur 2.1 med fyrkanten
nere till hoger i bild).

Figur 2.1. En triangel dér nedre hogra hornet har en rét vinkel (90°).

Om man definierar ett varv som 360° sa galler att summan av vinklarna i

en fyrhorning alltid ar just 360°. Summan av vinklarna i en triangel ar da
alltid 180°. I vissa sammanhang (t.ex. pa kompassen) definierar man dock
ett varv som 400 grader — eller gon — och da blir en rat vinkel 100 gon.

EXEMPEL 2.6

Vid ett visst 6gonblick en solig dag bildar ett trad en skugga som ar 8,5
meter lang. Samtidigt far en person som har en langd av 200 cm en
skugga som ar precis 100 cm. Hur hoégt ar tradet?

* %k 3k

Har har vi ett exempel pa likformig av-

bildning. Vinklarna i de tva trianglarna

kommer att bli lika stora. Vidare kom-

mer relationerna mellan sidorna att bli A 200

-

desamma.
100 850

Foljande ekvation kan darmed stéllas upp (sidan xi den stora triangeln
ska férhalla sig till 200 i den lilla pa samma sétt som sidan 850 férhaller
sig till 100):

X 380

200 100
100

x=2-850

x=1700

Svar: Tradet ar 17,0 m hogt.
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2.6 Bestamning av strdcka med tangens

Nar vi 16ste Exempel 2.6 ovan fick vi figuren nedan (Figur 2.2). Vi vet att
de tva trianglarna ar likformiga och darfér har samma storlek pa sina
vinklar. T.ex. kommer vinkeln ladngst ned till vanster i trianglarna att
vara lika stor. Det ar latt att inse att denna vinkels storlek helt och hallet
bestdms av relationen mellan de tva kateterna i triangeln (kateterna ar de
tva sidor som tillsammans bildar en rat vinkel).

1700

//’_] 200 N

100 850

Figur 2.2 Tva trianglar som har lika stor vinkel i nedre vinstra hornet eftersom relationen mellan
kateterna for dem dr densamma (850/100 = 8,5 och 1700/200 = 8,5).

Berédknar vi relationen i den vanstra triangeln far vi:

200 / 100 = 2,0 och pa motsvarande vis i den hogra:

1700 / 850 = 2,0. Det ar just detta samband som utnyttjas i funktionen
TAN (tangens). I alla ratvinkliga trianglar géller att:

TAN () a Motstdaende katet
V)=—=
b Narliggande katet a

b

Figur 2.3 Definitionen av tangens for en vinkel i en réatvinklig (90°) triangel. Sidan a star mitt
emot vinkeln v och sidan b dr mer nérliggande v.

I praktiken innebar detta att om man kénner langden pa en sida i triang-
eln och kan méta upp hur stor vinkeln &r, sa kan langden pa de 6vriga
sidorna i triangeln berdknas. Héjdmétaren som anvands i skogsbruket
utnyttjar detta och ar egentligen inget annat dn en vinkelmétare. Kdnner
vi i Figur 2.3 ovan vinkeln v och avstandet till tradet, strdckan b, kan
tradets hojd, a, bestdmmas.

Forst maste man dock bestdmma vilken typ av grader som man ska an-
vanda. Vi valjer har i kursen den vanliga typen som innebar 360° for ett
helt varv och 90° fér en rat vinkel. Detta maste ocksa talas om fér Casio-
rédknaren. Det gors genom att trycka si har:

Rl SETTINGS

,

1. Sl& pa raknaren och tryck pa knappen [Settings|. En meny med
fyra alternativ visas och du véljer det f6rsta alternativet: "Calc
settings” med [OK].
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2. I nasta meny valjer du pa motsvarande vis andra alternativet
”Angle Unit” genom att trycka nedatpil och [OK].

3. I den meny som da visas har nedan valjer du det forsta slutligen
alternativet "Degree” genom att trycka pa [OK].

4. Backa slutligen ur menyn genom att trycka pa knappen [AC].
Om du gjort ratt syns ett litet D i 6verkanten pa skdrmen vilket
indikerar att rdknaren ar instélld pa Degree

5. Testa nu att sla tan(45) [EXE] och kontrollera att svaret exakt :

blir 1.

EXEMPEL 2.7

Nar man star 20 meter fran ett trad sa uppmaéts vinkeln v i figuren nedan
till 51 °. Vilken ho6jd har tradet?

I figuren till héger ar x motstdende ka- x
tet till vinkeln v medan sidan som ar

20 meter lang ar ndrliggande katet

(vinkeln som med en annan sida i tri- v
angeln spanner upp vinkeln v). A

20
Med hjalp av formeln ovan far vi ekvationen:

X
TAN(51) = —
=2

For att fa x fritt pa hoger sida maste vi multiplicera upp 20. Vi far:
20 - TAN(51) = x

Vi slar detta pa rdknaren: 20 x tan(51) [EXE]
vilket ger 24,6979... = 24,7.

Svar: Tradet ar 24,7 m hogt.
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OVNINGAR

232.

233.

234.

&

235.

236.

Nedanstaende figurer visar likformiga avbildningar. Bestdm léng-
den pa sidan markerad med x.

) b)
f §9o / \ \ / \ /100
45 75
60
225

Bestdam med hjdlp av minirdknaren.

a) TAN(12°) b) 200 TAN(52°)

¢) 10  TAN(38°) d) 57 TAN(45°)/3

Figuren nedan visar tva likformiga femhorningar. Hur langa ar si-
dorna a, b, ¢ och d? Avrunda svaren till heltal.

25

50

Stdll forst upp en ekvation med x for foljande trianglar. Bestim
sedan ldingden pd sidan markerad med x med hjdlp av riknaren.
Bestdm direfter ocksd triangelns area.

[Enhet: cm]

[Enhet: dm]

55°/

20
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237 8.7 [Enhet: cm]

[Enhet: m]

238.
114 114

1947\
100

2.7 Bestamning av vinkel med tangens

Pa motsvarande vis som man kan berdkna en okand sida i triangeln nar
vinkeln ar kdnd sa& kan man berdkna vinkeln nér sidorna ar kanda. Ob-
servera dock att triangeln maste vara ratvinklig for att det ska fungera.

b

Ar den inte det far vi fédrs6ka anvdnda tekniken som tillimpades i uppgift
238 ovan dar den ursprungliga triangeln inte var ratvinklig men kunde
delas upp i tva ratvinkliga genom att hjden i den ursprungliga triangeln
drogs.

TAN(v) = % = Motstaende katet

Niérliggande katet

Figur 2.4 Definitionen av tangens for en vinkel i en réatvinklig triangel.

EXEMPEL 2.8

Hur stora ar vinklarna v och u i nedanstaende figur?

u
Med hjalp av formeln i Figur 2.4 ovan far vi 24,7
ekvationen (varfor?):
24,7 %
TAN(v) =—
== 1\

20
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TAN f6r nagot okant ska alltsa bli 24,7 / 20 = 1,235

Vi maste nu fa rdknaren att rdkna "bakléanges” och fa den att ta fram vin-
keln som ger att tangens fér den blir 1,235. Det gar alltsa inte att sla tan
for 1,235. For att rdkna baklénges trycker man forst pa [SHIFT] och se-
dan pa knappen [tan]. Detta ger {tan-1}.

tan-! (1,235) = 51,0023... = 51°.

Eftersom summan av vinklarna i en triangel alltid ar 180° sa far vi vin-
keln u=180°-90° - 51° = 39°.

Svar: Vinkeln v = 51° och vinkeln u = 39°.

Q

I exemplet ovan anvander vi den inversa funktionen till tangens for att fa
fram vinkeln: TAN -1. Blanda inte ihop denna med TAN. TAN-! &r "bak-
langesfunktionen” till TAN. TAN anvander vi nér vi kdnner vinkeln och
vill ha ut sidan, medan TAN -! anvands nér vi k&nner sidorna och vill ha
ut vinkeln.

EXEMPEL 2.9

Bestédm vinklarna v och u i nedanstaende figur.

* Kk %

Med hjalp av tangens kan vi berdkna vinkeln v.

7,0
TAN(v) = u
10,0 7.0
TAN(v) =0,70 Nir vi ska ha ut vinkeln —V
_ . anvander vi "baklanges-
v=TAN (0’70) funktionen” {tan! } for att 10,0
v ~35° fa fram den till 35°.

Eftersom summan av vinklarna i en triangel alltid ar 180° sa far vi vin-
keln u = 180° - 90° — 35° = 55°.

Svar: Vinkeln v = 35° och vinkeln u = 55°.
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OVNINGAR

& Stdll upp en ekvation och uppskatta ddrefter med hjdlp av rdkna-
ren storleken pd vinkeln v i foljande figurer.

239.
v
15
25
240. 50
V \%
39
50
241.
40
ol Bestam arean i hektar med tvd decimaler for foljande figurer.
242.
22°
200 m
243. < 200m ——>
100 m
244, Nedanstdende bild &r en skiss pé ett skogsskifte format som en

ritvinklig triangel. Bilden ér i skalan 1:20 000.

a) Anvind linjal for att bestimma skiftets areal L
1 hektar. Berdkna sedan hur manga ekplantor
som ska bestéllas om omradet ska planteras
med 1 000 ekplantor per hektar? (Vid plan-
teringen blandas sedan ekplantorna med ra-
der av gran.)
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b) Bestim m.h.a. riknaren vinkeln i den nedre spetsen pé triangeln.
245. Ett relaskop har en spaltdppning pa 10 mm och en kedjeléngd
som gor att spalten vid anvdndning hamnar 50 cm frén 6gat.

Uppskatta med hjélp av rdknaren hur stor vinkeln v ér (figuren ne-
dan ar inte skalenlig).

2.8 Lutningsprocent

I vissa tekniska tillAmpningar i skogsbruket brukar man anvanda be-
greppet lutningsprocent som matt pa en vinkel. Det kan t.ex. handla om
en maskin ska orka upp foér en backe (se Figur 2.5).

Motstaende katet a

Lutningsprocenten = = —
Narliggande katet b

Figur 2.5. Definitionen av lutningsprocent for en backe.

Observera att detta innebar att lutningsprocenten a&r detsamma som
tangens for backens vinkel. I praktiken kan det ofta vara svart att méta
strackan b i figuren. Istéllet kan man da méata strackan c. Stradckorna b
och c kommer namligen att vara ungefar lika langa om vinkeln ar liten,
vilket den oftast ar i praktiken.

Notera ocksa att i en triangel dar a och b ar lika stora s4 kommer lut-
ningsprocenten att bli 100 procent.
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EXEMPEL 2.10

Bestam lutningsprocenten och strackan x i nedanstaende figur.

X
* % % ’J\l

Lutningen=1/25=0,04=4% 25

Med hjalp av Pythagoras sats far vi den okdnda sidan x:
25 +1% =x*
x?=25"+1°

x =~ 25,02

Héar blir alltsa hypotenusan nastan precis lika lang som den langa kate-
ten. Vi hade alltsa fatt svaret 4 procent pa lutningen aven om vi anvant
hypotenusan istéllet fo6r kateten.

a
OVNINGAR
246. Bestdm lutningsprocenten och sidan x i fo6ljande skiss (figuren &r inte
skalenlig).

5,1

27°

247. Ett tdg kor uppfor en 1 km lang backe. Lutningsprocenten dr 8 %.

a) Uppskatta hur minga meter hogre upp taget befinner sig vid backens
slut.

b) Uppskatta med hjdlp av rdknaren hur manga grader backens
lutningsvinkel dr. Svara avrundat till en decimal.




	STUDIEAVSNITT 2
	2. Matematiska formler
	2.1 Uttryck
	2.2 Enhetsbyten
	2.3 Omkrets och areaberäkning
	2.3.1 Rektangel och kvadrat
	2.3.2 Parallelltrapets
	2.3.3 Triangel
	2.3.4 Cirkel

	2.4 Volymberäkning
	2.5 Likformig avbildning
	2.6 Bestämning av sträcka med tangens
	2.7 Bestämning av vinkel med tangens
	2.8 Lutningsprocent


